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General Comments 

 

The total entry was a record number, an increase of over 6% on 2017.  Only question 1 was 

attempted by more than 90%, although question 2 was attempted by very nearly 90%.  Every 

question was attempted by a significant number of candidates with even the two least popular 

questions being attempted by 9%.  More than 92% restricted themselves to attempting no more 

than 7 questions with very few indeed attempting more than 8.  As has been normal in the past, 

apart from a handful of very strong candidates, those attempting six questions scored better than 

those attempting more than six. 
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Question 1 

As usual, this was the most popular question to be attempted with more than 93% of candidates 

doing so.  However, scoring for it was only moderately good with a mean below 9/20.  Most 

successfully differentiated and obtained a value for ߚ from the cubic but ignored considering 

whether this was the only stationary point.  Sketches frequently did not display the asymptote; some 

that did showed the negative branch of the curve touching rather than intersecting the asymptote at 

the maximum. Many did not appreciate that to sketch the second curve in part (i) it was not 

sufficient to just offer a drawing without the working; the horizontal point of inflection and 

asymptote were frequent casualties.  Part (ii) was straightforward for most.  Many recognised that 

part (iii) made use of the first function ݂ሺߚሻ, provided that they used the condition to substitute for 
 However, their justification suffered from ignoring the reality condition and using specious . ߙ

arguments, as a consequence.  Part (iv) followed a similar trend to part (iii), except using ሺߚሻ , and 
only differing in that of those that did apply the reality condition, quite a few overlooked ߚ ൌ 1 as a 
solution of the cubic inequality, and so their final answer was wrong. 
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Question 2 

With about 89% attempting this, it was the second most popular question, and with a mean score of 

nearly 11/20, the second most successful.  Part (i) was generally well‐handled, and although most 

scored some marks on the proof by induction in part (ii), candidates often struggled to complete it, 

many of them because they attempted to use the original definition of the functions, which rarely 

led to success, rather than employ the result of part (i).  Some candidates noticed that the proof by 

induction in part (ii) was equivalent to proving 
ௗ௬೙
ௗ௫

ൌ  ௡ିଵ by induction.  This gave them a simplerݕ2݊

base case but did not significantly simplify the inductive step.  For the deduction in part (ii), it was 

very common for the first result of part (ii) to be squared, leading to pages of algebra, although they 

were often then successful.  Part (iii) was surprisingly poorly attempted as few candidates realised 

that a proof by induction (or equivalent) was required. 
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Question 3 

Only 65% attempted this, and it was the second weakest of the Pure questions with a mean score of 

about 7/20.  It was imperative for candidates to demonstrate high levels of algebraic accuracy to 

score highly.  Most successfully differentiated the initial expression, and equated coefficients but 

then failed to solve explicitly for ܽ, ܾ and ܿ in terms of ݌ and ݍ (or demonstrate that such ܽ, ܾ and ܿ 
existed).  Candidates without these explicit expressions then often failed to spot one of the main 

strands of the question, integration of ݔ௡ in the two cases ݊ ൌ െ1, and ݊ ് െ1; some considered 

superfluous other cases.  Some candidates fell at the final hurdle having used correct methods but 

then did not express their solutions in terms of ݌ and ݍ.  Also, some were thrown by the two 

possible sets of solutions for ܽ, ܾ and ܿ, successful candidates realising that these gave the same 

solutions to the differential equations. 

   

©UCLES 2018 STEP 3 MATHEMATICS 2018 7

www.m
ym

athscloud.com

https://mymathscloud.com


Question 4 

The third most popular question being attempted by just short of three quarters of the candidature, 

it was however the most successfully attempted with a mean score of not quite 12/20.  The stem 

was usually correctly attempted either using parametric or implicit differentiation.  Simultaneous 

equations were sensibly attempted for part (i), but sometimes they confused the two pairs of 

equations and as a result got the wrong answer.  Some solutions elegantly achieved the correct 

result having found just one of the coordinates and arguing that as it lay on the tangent, it had to be 

the point P.  Part (ii) was quite often abandoned partway through, giving up after obtaining ݔଶ and 
 ଶ in the face of the algebra, although some forgot to answer the question at this point even thoughݕ

they had employed simultaneous equations to obtain ݔ and ݕ.  Few managed to conclude the 

question, and it was very rare indeed that the non‐zero nature of the denominator ሺsin ߮ െ sin  ሻߠ
was justified. 
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Question 5 

A little under half the candidates attempted this, scoring marginally less on average than on 

question 1.  Some candidates used the arithmetic mean/geometric mean inequality which was what 

the question was proving in part (iii), and so were heavily penalised as their arguments were thus 

circular.  Part (i) was generally well done, with most justifying that their steps were reversible to 

obtain ‘if and only if’.  Marks were sometimes lost when justifying that ܩ௞ ൐ 0 was not used to 
legitimise division by ܩ௞ and also that inequalities did not change sign.  Part (ii) was well done too, 
though many candidates did not justify the ‘only if’, although some tried to use part (i) to prove (ii), 

which could not succeed.  Part (iii) expressly required deduction, and only deduction, so those who 

had learned another proof of the inequality and just copied it out could not be rewarded.  Many just 

used the results of (i) and (ii) without justifying why they could be used and some were imprecise 

with their induction arguments. 
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Question 6 

The least popular of the Pure questions being attempted by under 40% of the candidates, it was the 

second least successfully attempted question in the whole paper with a mean score of only just 

better than 5/20.  Many alternative solutions were successfully offered for the very first result, but 

then it was not an uncommon pitfall that ݍ and ܿ were treated as scalar multiples of ܽ, and 
moreover, the * notation appeared to confuse some candidates.  Those who moved onto part (ii), 

got started fairly well, but then found difficulties; those that used the fact that the points were on 

the unit circle, however, derived the final equation with ease, earning full marks at that stage.  The 

few candidates who had the stamina to see the question through to part (iii) were generally very 

successful, though odd marks were lost when division by various factors was not justified as valid by 

their being non‐zero. 

   

©UCLES 2018 STEP 3 MATHEMATICS 2018 10

www.m
ym

athscloud.com

https://mymathscloud.com


Question 7 

Marginally more popular than question 6, the mean score was 8/20.  The first part of (i) created no 

problems, but far fewer got further, although those that expanded ሺcot ߠ ൅ ݅ሻଶ௡ାଵ almost always 

managed to succeed, even if they did not always quite deal with the sin ߠ ് 0  condition.  Most that 

attempted part (ii) scored all the marks, though some forgot to divide ቀ2݊ ൅ 1
3

ቁ by ቀ2݊ ൅ 1
1

ቁ .  

Almost all that tried part (iii) proved the first result but applying the results to obtain the conclusion 

proved harder.  A common mistake was to sum over ߠ rather than ݉ and there were quite often 

mistakes in the algebra for the last part. 
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Question 8 

The fifth most popular question, this was attempted by five eighths of the candidates, and was the 

fourth most successfully attempted with a mean score of a little over 9/20.  The first result in (i) was 

generally very well done, but success in the second result was usually restricted to those that 

spotted the possibility of using partial fractions.  The first integral in (ii) was usually done correctly.  

However the second integral attracted a range of mistakes such as failing to see that or justify how 

the first part could be used and not simplifying their answers.  The nature of the periodicity and the 

need to integrate different expressions over the differing ranges were frequent stumbling blocks. 
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Question 9 

Whilst being the most popular of the applied questions, it was much less popular than any of the 

Pure questions being attempted by only just over a quarter of the candidates.  It was fairly weakly 

attempted with a mean score of 5.5/20, only slightly better than question 6.  The low scores were 

mainly caused by sign errors in the velocities of P and Q, and candidates finding it difficult to know 

which variables to eliminate.  However, most did attempt to express the momentum conservation 

and Newton’s Experimental Law of Impact equations which were the starting points to the question.  

Most students considered the very first and second collisions, rather than the ݊th and ሺ݊ െ 1ሻth;  
algebraically, these expressions were the same, but they did then need to justify the generalisation.  

The few candidates that got as far as part (ii), scored higher overall.  In this case, often students 

showed that the given formula was a solution, which was not asked for, rather than finding ݑ଴ and 
 ଴ generally managed to solve the question well.  Veryݒ ଴ andݑ ଵ in terms ofݑ ଵ .  Those who foundݑ

few attempted the last part, but those that did scored well, taking the limit correctly at the end. 
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Question 10 

9% of the candidates attempted this question, exactly as many as attempted question 13, which 

meant that they were the joint least popular questions.  With a mean score of just over 8/20, it was 

slightly more successfully done than question 7.  Most candidates managed to draw the correct 

diagram, those that did not performed poorly in the rest of the question.  The majority of candidates 

managed to find sin  and a wide variety of techniques were used to find AP, some of which led ߚ

them astray due to their algebraic nature.  They often struggled to justify the forms of each of the 

terms in the energy expression, in particular, the kinetic energy of the disc and the potential energy.  

In the latter case, often the zero potential energy level was not defined, too.  Few were put off if 

their energy expression was incorrect and continued to attempt the question using either their 

expression or that given.  Some candidates attempted to find the equation of motion by taking 

moments, but these solutions tended to be poor.  In general, candidates struggled with the algebra 

and would often find their way to the solution erroneously from incorrect working. 
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Question 11 

 20% of the candidates attempted this, but it was the least successfully attempted question with a 

mean score of under 5/20.  The vast majority managed only to express ܸ correctly.  Often, 
candidates failed to resolve forces correctly, and even those that did frequently abandoned the 

question at this point.  Of those that did continue, roughly half then failed to obtain correct 

expressions for the initial coordinates of the particle in freefall, which led to incorrect expressions 

for the general freefall coordinates; candidates that did find these typically progressed well apart 

from any algebraic errors.  Candidates that reached the third part often had a reasonable attempt at 

it; a significant minority confused displacements and velocities indicating a lack of physical 

understanding of the question.  Although not many attempts were made at the last part, those that 

understood the conditions did well whilst those that did not could not complete it. 
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Question 12 

Although it was only attempted by 14% of the candidates, it was moderately successfully done, just 

slightly less so than question 8 but still with a mean over 9/20.  Part (i) was frequently poorly 

justified with candidates often attempting to describe the given expression without connecting it to 

the actual problem.  However, binomial coefficients and factorials were generally successfully 

manipulated in part (ii), although care had to be taken to choose a form for the second expression 

which would be useful later.  Most realised that it was necessary to differentiate the cdf and apply 

the previous result, though some failed to take care of the details.  The deduction of the integral at 

the end of part (ii) was generally well done, and the majority correctly spotted that this a constant 

multiple of the integral of the pdf.  Part (iii) was largely well done by those reaching this stage, either 

by recognising that this was of the form of the previous part or by direct integration by parts.  A 

common mistake in this last part was to forget the constant term of the pdf when calculating the 

expectation. 
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Question 13 

As already mentioned, this was the joint least popular question, although its success rate was only 

very marginally less than that for question 2.  The first result of the stem was generally well done 

with clear explanation.  Likewise, the pgf for the Poisson distribution was generally well calculated, 

although a few candidates merely quoted the result from the formula booklet and then performed 

some trivial rearrangements which, of course, did not satisfy what was required.  In part (i), 

candidates recognised how to apply the stem to calculate ݇, and then either applied it further to 

express the pgf as  
ଵ

ଶ
൫ܩ௑ሺݐሻ ൅  ሻ൯  or directly identified the cosh power series.  Similarly, mostݐ௑ሺെܩ

justified the result for the expectation correctly.  For part (ii), ܩ௓ሺݐሻ ൌ
ଵ

ଶ
൫ܩ௒ሺݐሻ ൅  ሻ൯ neatlyݐ௒ሺ݅ܩ

gave the pgf of ܼ (not asked but required to progress) from the previous result, although frequently, 

candidates worked from ܩ௑ሺݐሻ or directly from power series again.  Occasional attempts to use the 

same method again (i.e. considering 
ଵ

ଶ
൫ܩ௒ሺݐሻ ൅  ሻ൯ ) failed.  Candidates generally failed toݐ௒ሺെܩ

complete the last stage, either not attempting it, or providing poor justifications of the existence of 

counterexamples as ߣ → ∞ rather than simply furnishing an explicit counterexample. 
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Question 1 

Differentiating ݂ሺߚሻ and setting equal to zero yields a cubic equation with a single real root, the 
quadratic factor being demonstrated to be non‐zero either by completing the square or considering 

the discriminant.  The stationary point is thus ሺെ1,െ1ሻ and with the asymptote ݕ ൌ  the sketch	ߚ
results. 

 

The same strategy for ݃ሺߚሻ yields a cubic equation with three real roots, two being coincident, and 

thus a maximum ቀെ2,െ ଵହ

ସ
ቁ and a point of inflection ሺ1,3ሻ . 

 

Employing Vieta’s formulae gives ݑ ൅ ݒ ൅
ଵ

௨௩
ൌ െߙ ൅

ଵ

ఉ
  and 

ଵ

௨
൅

ଵ

௩
൅ ݒݑ ൌ

ିఈ

ఉ
൅  The first . ߚ

condition of part (iii) enables an expression for ߙ to be obtained in terms of ߚ, and so the subject of 
the required inequality is ݂ሺߚሻ .  When the discriminant condition is employed to impose the reality 

of ݑ and ݒ , the resulting cubic inequality has a quadratic factor which should be demonstrated to be 

positive (similarly to part (i)) and hence ߚ ൑ 1 which by reference to part (i), gives the requested 
result.  Part (iv) follows the same strategy as (iii) except that it makes use of ݃ሺߚሻ and the reality 

condition cubic inequality has a squared linear factor which allows ߚ ൌ 1   as well as   ߚ ൑
ଵ

ସ
 , and so 

by reference to the sketch, the greatest value is 3.  The reader might like to consider what effect it 

would have on parts (iii) and (iv) if the extra condition  ݑ ്  .were to be imposed ݒ
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Question 2 

(i) is obtained by differentiating the defined function ݕ௡ using the product rule and a little tidying up 
of ݖ and its differential.  The inductive step in the proof of part (ii) can be established by 
differentiating the assumed case and then removing the three differentials using the result of part 

(i); the base case is established by obtaining ݕଵ ൌ ଶݕ and ݔ2 ൌ െ2 ൅  from the original	ଶݔ4

definition.  The deduction in (ii) is most simply obtained by eliminating ݔ between the result for ݕ௡ାଵ 
just obtained and the similar one for ݕ௡ାଶ.  Part (iii) is obtained by using the deduction of part (ii) to 
establish the desired induction, the base case being obtained using the same results used for the 

base case in part (ii)’s induction. 
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Question 3 

Differentiating and equating coefficients generates three simultaneous equations, two of 

which are in ܾ and ܿ only, and can be solved by substituting for one of these variables, then 
giving ܽ from the third;  ܽ ൌ 1 ൅ ݌ ∓ ൌ , ݍ 1 േ ܿ , ݍ2 ൌ ݍ∓ െ  Part (i) makes use of the form  . ݌

obtained in the stem which can be then integrated twice, with a minor algebraic rearrangement 

after each integration, with different cases arising as ܾ ൌ 1 or not; the solutions are  

ݕ ൌ ௣ା௤ݔܣ ൅ ݍ  if		௣ି௤ݔܤ ് 0 , and  ݕ ൌ ௣ݔܣ ln ݔ ൅ ݍ  ௣ ifݔܤ ൌ 0 .  Part (ii) proceeds similarly, 

except that a, b, and c are simplified as ݍ ൌ 0  .  However, two cases arise again and so  

ݕ  ൌ
௫೙

ሺ௡ି௣ሻమ
൅ ܣ ௣lnݔ ݔ ൅ ് ௣  ifݔܤ ݕ and , ݌ ൌ ௡ݔ

ሺ୪୬௫ሻమ

ଶ
൅ ௡ݔܣ ln ݔ ൅ ݊ ௡  ifݔܤ ൌ  . ݌
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Question 4 

The equation of the tangent to the hyperbola at P is found in the usual way, having obtained 

the gradient through differentiation.  In part (i) the points S and T can be found by solving 

simultaneously the equations for each of the given lines with that for the tangent and their 

midpoint is found to be P, using a Pythagorean trigonometry result to simplify the common 

denominators.  Solving simultaneous equations using the equations of the two tangents 

gives  ݔଶ ൌ ቂܽ
ሺୱ୧୬ఝ ୡ୭ୱఏିୱ୧୬ఏ ୡ୭ୱఝሻ

ሺୱ୧୬ఝିୱ୧୬ఏሻ
ቃ
ଶ
 and  ݕଶ ൌ െܽଶ sin ߠ 	sin߮ ቂ

ሺୡ୭ୱఏିୡ୭ୱఝሻ

ሺୱ୧୬ఝିୱ୧୬ఏሻ
ቃ
ଶ
 , having 

eliminated ܾ from the latter expression using the condition that the tangents are 

perpendicular; that same condition and the knowledge that ܽ ൐ ܾ not only justifies that 
such tangents exist, but also that the denominator of the two results found is non‐zero.  

Adding the two results, expanding brackets in the numerator, and then removing any cos 

squared terms in favour of sin squared terms leaves an expression which cancels with the 

denominator, and the resulting simple expression can then be seen to yield the desired 

result. 

Whilst not within the remit of the question posed, an elegant method of obtaining the result 

of part (ii) is to consider the solution of the hyperbola equation with the equation of a 

general straight line through a point on the hyperbola and another point.  Solving 

simultaneously for (say) the ݔ‐coordinate of the meeting of the curve and line and imposing 

that the solutions to the quadratic must be coincident for a tangent yields a quadratic 

equation for the gradients, and as the tangents are perpendicular, the product of those 

gradients is ‐1 giving the desired result without recourse to trigonometry. 
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Question 5 

As with many inequalities, rather than proving that one expression is greater than or equal 

to another, it is easier to subtract and produce a single expression that one requires to show 

is greater than or equal to zero.  Substituting for the ܣs, simplifying and dividing by G୩ 
(G୩ ൐ 0) gets most of the way to obtaining the first result, having demonstrated that 
ୋౡశభ
ୋౡ

ൌ λ୩ en route, and observing the reversibility of the argument throughout.  Part (ii) can 

be simply shown using differentiation to find and justify that there is a single stationary 

point for fሺxሻ, that it is a minimum (zero) and that it occurs for fሺxሻ .  Part (iii) (a) can be 
deduced using part (i), observing that the condition for (i) is met by use of part (ii).  There 

are several different but equivalent arguments that can be used for part (iii) (b).  Assuming 

A୩ ൌ G୩  for some  k  , then by part (a), and (i), it can be shown that  A୩ିଵ ൌ G୩ିଵ , but also 
that λ୩ିଵ ൌ 1 and so a୩ ൌ G୩ିଵ .  Thus if  A୬ ൌ G୬ , the argument just employed obtains 

A୩ ൌ G୩ and a୩ ൌ G୩ିଵ for all  k , for  k ൌ 1 to  n .  The final step of the argument follows 

simply. 
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Question 6 

The very first result is very simple bookwork, and easily justified in numerous ways.   

Equating the expression to its conjugate invoking its reality, employing the properties of the 

conjugates of sums, products etc. and algebraic rearrangement yields the second result of 

part (i).  Substitution for the conjugates of ܽ and ܿ using the unit circle property gives the 
final result of (i) after some algebraic rearrangement including division by ሺc െ aሻ which can 
be justified as non‐zero.  Use of Q lying on AC and part (i)’s result and then similarly Q lying 

on BD gives two equations which can be combined linearly to give the required equation for 

q∗ in (ii). Combining the two equations linearly can also give an equation for q , which can be 
added and rearranged to that already found to give the desired second result of (ii).  The 

first result of (iii) employs the result from (i) with P lying on AB and bearing in mind the 

reality of p.  Repeating this for P lying on CD gives a similar result.  Multiplying the final 

result of (ii) by p gives two expressions which can be simplified by the two just written 

down, and a little simplifying algebra allied to the legitimate division by ሺac െ bdሻ finishes 
the question.  As some candidates recognised, but then did not score particularly well as 

they quoted results without justifying them, this question is about the topic of pole and 

polar. 

 

   

©UCLES 2018 STEP 3 MATHEMATICS 2018 24

www.m
ym

athscloud.com

https://mymathscloud.com


Question 7 

Expressing cot θ as ୡ୭ୱ஘
ୱ୧୬஘

 and employing De Moivre’s theorem gives the first result.  

Expanding the left‐hand side of the first equation binomially and collecting like terms for the 

odd powered terms and dividing by 2i then simplifies to the left‐hand side of the second 

result, which then equals zero if  ሺ2n ൅ 1ሻθ ൌ mπ  where   m ൌ 1, 2, … , n and satisfies the 
initial condition.  Part (ii) is obtained by considering the sum of roots of the equation just 

obtained in (i).  The first result of (iii) can be derived from the given small angle inequality 

taking a little care with positivity when reciprocating and squaring, and then using the 

appropriate Pythagorean trigonometrical identity.  Summing the inequalities for m ൌ 1 to n, 
rearranging to give the required object of the summation and using the value of θ as 

defined for part (i), gives bounds of 
୬ሺଶ୬ିଵሻ

ଷሺଶ୬ାଵሻమ
ൈ πଶ and  ୬

ሺଶ୬ାଶሻ

ଷሺଶ୬ାଵሻమ
ൈ πଶ , both of which tend to 

the desired limit as n → ∞ . 
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Question 8 

The first result in part (i) can be achieved by interpreting the sum of integrals as a single 

integral with limits of 1 and ∞ , and by making the change of variable, y ൌ xିଵ .  The 
deduction can be made by splitting the integral into partial fractions, changing the variable 

using y ൌ x ൅ 1 in the integral of the first fraction, employing the periodicity condition and 

then telescoping the sums to leave the single required integral.  The first integral of (ii) uses 

the result just obtained in (i) followed by observing that ሼxሽ ൌ x for the range of the 
integral, and then integrating normally to obtain the answer 1 െ ln 2 .  For the second 
integral, it needs to be observed that  

ሼ2ሺx ൅ 1ሻሽ ൌ ሼ2x ൅ 2ሽ ൌ ሼ2xሽ and the integral making use of the result for part (i) can be 

split into two integrals with limits 0 to ଵ
ଶ
 , and 

ଵ

ଶ
 to 1 to deal with the two different explicit 

formulae for ሼ2xሽ; the result can be simplified to  2 ൅ ln ଷ

ଵ଺
 or a couple of equally simple 

equivalents. 
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Question 9 

Newton’s Experimental Law of Impact gives  v୬ିଵ െ u୬ିଵ ൌ eሺv୬ିଶ ൅ u୬ିଶሻ  and conserving 
momentum (once a factor of ݉ has been cancelled) 

 kv୬ିଵ ൅ u୬ିଵ ൌ u୬ିଶ െ kv୬ିଶ for the ሺ݊ െ 1ሻth collision between P and Q;  v୬ିଶ can be 
eliminated between these two equations.  Similarly, v୬ can be eliminated between the 

corresponding equations for the ݊th such collision.  Then, the two equations that have been 

obtained can be manipulated to eliminate v୬ିଵ and produce the desired result for (i).  The 
derived equation from the ݊th impact can be used to express uଵ in terms of u଴ and v଴ , after 
which, using the given solution in the cases n ൌ 0 and n ൌ 1 yields 

 A ൌ െ17u଴ ൅ 3v଴ and B ൌ 18u଴ െ 3v଴ .  Expressing u୬ as 

 ቀ
ହ

଻
ቁ
୬
ቂሺെ17u଴ ൅ 3v଴ሻ ቀ

ସଽ

ହ଴
	ቁ
୬
൅ ሺ18u଴ െ 3v଴ሻቃ , the final result of the question follows. 
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Question 10 

That sin β ൌ ୫

୑ା୫
 can be found by taking moments about O, A, or G (say, the centre of mass 

of the combined disc and particle).  Applying the cosine rule to triangle OAP and using the 

first result obtained leads directly to the first displayed result.  The constant expression is 

obtained by conserving energy, the first term being the kinetic energy of the disc, the 

second term being the kinetic energy of the particle and the last term being the potential 

energy of the combined centre of mass relative to a zero energy level defined by the 

equilibrium position of G.  Differentiating the energy expression with respect to time, 

substituting for m, I, sin β , and cos β , the derived equation simplifies to that of an 

approximate simple harmonic motion, which with the small angle approximation leads to 

SHM with the required period. 
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Question 11 

Resolving radially for the particle and then setting the tension to zero (as the string becomes 

slack) yields  Vଶ ൌ bg cos α .  Expressing the horizontal and vertical displacements of the 

particle from O at a time ܶ from the instant the projectile flight commences, and then 

expressing the sum of the squares of these displacements as the length of the string 

squared gives an equation which when simplified and the first result is used to eliminate 

bg cos α does give the required equation.  tan β can be found by dividing the components of 

the projectile velocity, employing the result just found to simplify to obtain the desired 

result.  The condition that the particle reaches instantaneous rest is that it is moving radially 

at the point the string becomes taut, and so tan β is also equal to the division of the 
displacements found when the time is ܶ.  Substituting for Vଶ and ܶ gives an equation solely 
in terms of sin α and cos α which can be simplified to a biquadratic in sin α , which in turn 
can be solved but only the required result is positive. 
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Question 12 

Part (i) relies on appreciating that the desired probability is that at least k numbers are less 

than or equal to ݕ, and so is the sum of the probabilities that a certain number of numbers 

are less than or equal to ݕ, each of which is a binomial probability.  The first result of (ii) 

relies on the definition of the binomial coefficient and manipulation of the factorials.  The 

similar expression for ሺn െ mሻ ቀ
n
mቁ 

is  n ቀn െ 1
m

ቁ which can be arrived at in the same way; an alternative nice method relies on 

the symmetry of binomial coefficients, namely 

  ሺn െmሻ ቀ
n
mቁ ൌ ሺn െ mሻ ቀ

n
n െ mቁ ൌ nቀ n െ 1

n െmെ 1
ቁ ൌ nቀn െ 1

m
ቁ .  The expression (*) is a 

cdf so differentiating it (by the product rule), appreciating that one term in one of the sums 

is zero and using the first two results of the part (one in each sum), the two sums are then 

the same, when one sum is re‐indexed, bar one term which is the required answer.    As the 

integral of a pdf is 1, the deduced value of the pdf without the constant is  
ଵ

୬ቀ୬ିଵ
୩ିଵ

ቁ
  .  

Integrating in the usual way to find the expectation in part (iii) gives an expression which is a 

multiple of the pdf for the case of n ൅ 1 numbers and the variable defined as the k ൅ 1 th 

smallest, and the two constant expressions cancel to give 
୩

୬ାଵ
 . 
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Question 13 

The first result of the question is most easily shown by explicitly expressing Gሺ1ሻ and Gሺെ1ሻ 
in terms of probabilities and then evaluating the RHS of the equation.  The pgf of the 

Poisson distribution is standard bookwork, expressing it as an infinite sum using the Poisson 

probabilities, and recognising that it is an exponential function.  The pgf of ܻ may be found 

either by finding k first using the results of the stem and then recognising the power series 

working from the pgf definition or alternatively  
ଵ

ଶ
൫Gଡ଼ሺtሻ ൅ Gଡ଼ሺെtሻ൯.  The expectation of Y 

can be found using the pgf as Gᇱଢ଼ሺ1ሻ , at which point it only remains to demonstrate that 

tanh λ	 ൏ 1 .  In part (ii), it is sensible to obtain the pgf of ܼ first, which can be done directly 

and recognising the sum of a cos and cosh power series or via G୞ሺtሻ ൌ
ଵ

ସ
൫Gଡ଼ሺtሻ ൅ Gଡ଼ሺെtሻ ൅

Gଡ଼ሺitሻ ൅ Gଡ଼ሺെitሻ൯ , or even more neatly 

 G୞ሺtሻ ൌ
ଵ

ଶ
൫Gଢ଼ሺtሻ ൅ Gଢ଼ሺitሻ൯ .   EሺZሻ ൌ Gᇱ୞ሺ1ሻ ൌ

஛ሺୱ୧୬୦஛ିୱ୧୬஛ሻ

ሺୡ୭ୱ୦஛ାୡ୭ୱ஛ሻ
  and so, for example, choosing 

 λ ൌ ଷ஠

ଶ
  it can be shown that this is greater than λ  by expressing the hyperbolic functions in 

terms of exponential functions. 
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1.   (i)     ݂ሺߚሻ ൌ ߚ െ
ଵ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
 

݂′ሺߚሻ ൌ 1 ൅
ଵ

ఉమ
൅

ଶ

ఉయ
ൌ

ఉయାఉାଶ

ఉయ
  

݂′ሺߚሻ ൌ 0 ⇒ ଷߚ ൅ ߚ ൅ 2 ൌ 0       M1 

ଷߚ ൅ ߚ ൅ 2 ൌ ሺߚ ൅ 1ሻሺߚଶ െ ߚ ൅ 2ሻ  

ଶߚ െ ߚ ൅ 2 ് 0   as  ߚଶ െ ߚ ൅ 2 ൌ ቀߚ െ
ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
൅

଻

ସ
൒

଻

ସ
൐ 0  or discriminant ൌ െ7   E1 

So the only stationary point is  ሺെ1,െ1ሻ   A1 

 

            G2 (5) 

  ݃ሺߚሻ ൌ ߚ ൅
ଷ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
 

Then  ݃′ሺߚሻ ൌ 1 െ
ଷ

ఉమ
൅

ଶ

ఉయ
   

1 െ
3
ଶߚ

൅
2
ଷߚ

ൌ
ଷߚ െ ߚ3 ൅ 2

ଷߚ
ൌ
ሺߚ െ 1ሻଶሺߚ ൅ 2ሻ

ଷߚ
 

                  M1 

So the stationary points are   ቀെ2,െ
ଵହ

ସ
ቁ   and  ሺ1,3ሻ   A1 

 

            G2 (4) 
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(ii)    ݑ ൅ ݒ ൌ െߙ  and  ݒݑ ൌ ݑ    so  ߚ ൅ ݒ ൅
ଵ

௨௩
ൌ െߙ ൅

ଵ

ఉ
   

and    
ଵ

௨
൅

ଵ

௩
൅ ݒݑ ൌ

௨ା௩

௨௩
൅ ݒݑ ൌ

ିఈ

ఉ
൅   ߚ   B1 (1) 

(iii)     

ݑ ൅ ݒ ൅
ଵ

௨௩
ൌ െ1		 ⇒ 		െߙ ൅

ଵ

ఉ
ൌ െ1    so    ߙ ൌ 1 ൅

ଵ

ఉ
 

Thus   
ଵ

௨
൅

ଵ

௩
൅ ݒݑ ൌ

ିఈ

ఉ
൅ ߚ ൌ ߚ െ

ଵ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
  M1 

,ݑ ⇔    real  ݒ ଶߙ െ ߚ4 ൒ 0  

As   ߙଶ െ ߚ4 ൒ 0 ,   ቀ1 ൅
ଵ

ఉ
ቁ
ଶ
െ ߚ4 ൒ 0  and thus   4ߚଷ െ ଶߚ െ ߚ2 െ 1 ൑ 0 

ሺߚ െ 1ሻሺ4ߚଶ ൅ ߚ3 ൅ 1ሻ ൑ 0   M1  A1 

ଶߚ4 ൅ ߚ3 ൅ 1 ൌ ቀ2ߚ ൅
ଷ

ସ
ቁ
ଶ
൅

଻

ଵ଺
൒

଻

ଵ଺
൐ 0   or discriminant  ൌ	െ7  and positive quadratic so 

ଶߚ4  ൅ ߚ3 ൅ 1 ൐ 0  ,  E1 

 and so   ߚ ൑ 1   B1 

Hence, from the sketch in part (i),  ݂ሺߚሻ ൌ ߚ െ
ଵ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
ൌ 	

ଵ

௨
൅

ଵ

௩
൅ ݒݑ ൑ െ1 as required.  E1 (6) 

 (iv)   If   ݑ ൅ ݒ ൅
ଵ

௨௩
ൌ 3		 ⇒ 		െߙ ൅

ଵ

ఉ
ൌ 3    so    ߙ ൌ

ଵ

ఉ
െ 3 

Thus  
ଵ

௨
൅

ଵ

௩
൅ ݒݑ ൌ

ିఈ

ఉ
൅ ߚ ൌ ߚ ൅

ଷ

ఉ
െ

ଵ

ఉమ
      M1 

  

 

,ݑ ⇔    real  ݒ ଶߙ െ ߚ4 ൒ 0   , so   ቀ
ଵ

ఉ
െ 3ቁ

ଶ
െ ߚ4 ൒ 0   and thus  4ߚଷ െ ଶߚ9 ൅ ߚ6 െ 1 ൑ 0 

Therefore   ሺߚ െ 1ሻଶሺ4ߚ െ 1ሻ ൑ 0  and so   ߚ ൌ 1   or   ߚ ൑
ଵ

ସ
  M1 A1 

From the graph of  ݃ሺߚሻ  we can deduce that the greatest value of   
ଵ

௨
൅

ଵ

௩
൅  is  3  ݒݑ E1 (4) 
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2.  (i) 

௡ݕ݀
ݔ݀

ൌ
݀
ݔ݀

ቆሺെ1ሻ௡
1
ݖ
݀௡ݖ
௡ݔ݀

ቇ ൌ ሺെ1ሻ௡ ቈ2݁ݔ௫
మ ݀௡ݖ
௡ݔ݀

൅
1
ݖ
݀௡ାଵݖ
௡ାଵݔ݀

቉ 

                      M1 

ൌ ሺെ1ሻ௡ݔ2
1
ݖ
݀௡ݖ
௡ݔ݀

െ ሺെ1ሻ௡ାଵ
1
ݖ
݀௡ାଵݖ
௡ାଵݔ݀

 

                  M1 

ൌ ௡ݕݔ2 െ  ௡ାଵݕ

as required.            A1* (3) 

 

(ii)  Suppose   ݕ௞ାଵ ൌ ௞ݕݔ2 െ  ௞ିଵ   for some ݇    B1ݕ2݇

௞ାଵݕ݀
ݔ݀

ൌ ݔ2
௞ݕ݀
ݔ݀

൅ ௞ݕ2 െ 2݇
௞ିଵݕ݀
ݔ݀

 

                M1 

So using (i) 

௞ାଵݕݔ2 െ ௞ାଶݕ ൌ ௞ݕݔሺ2ݔ2 െ ௞ାଵሻݕ ൅ ௞ݕ2 െ 2݇ሺ2ݕݔ௞ିଵ െ  ௞ሻݕ

                    M1 

ൌ ௞ݕଶݔ4 െ ௞ାଵݕݔ2 ൅ ௞ݕ2 ൅ ௞ݕ2݇ െ ௞ݕݔሺ2ݔ2 െ  ௞ାଵሻݕ

                    M1 

ൌ ௞ݕଶݔ4 െ ௞ାଵݕݔ2 ൅ ௞ݕ2 ൅ ௞ݕ2݇ െ ௞ݕଶݔ4 ൅  ௞ାଵݕݔ2

ൌ ௞ݕ2 ൅  ௞ݕ2݇

Thus    ݕ௞ାଶ ൌ ௞ାଵݕݔ2 െ 2ሺ݇ ൅ 1ሻݕ௞   which is the required result for   ݇ ൅ 1      A1 

଴ݕ ൌ 1 

ଵݕ ൌ ሺെ1ሻ
1
ݖ
ݖ݀
ݔ݀

ൌ െ1݁௫
మ ݀
ݔ݀

൫݁ି௫
మ
൯ ൌ െ݁௫

మ
. െ2ି݁ݔ௫

మ
ൌ  ݔ2

                    B1 

ଶݕ ൌ ሺെ1ሻଶ
1
ݖ
݀ଶݖ
ଶݔ݀

ൌ ݁௫
మ ݀ଶ൫݁ି௫

మ
൯

ଶݔ݀
ൌ ݁௫

మ
൤
݀
ݔ݀

൫െ2ି݁ݔ௫
మ
൯൨ ൌ ݁௫

మ
൫െ2݁ି௫

మ
൅ ଶ݁ି௫ݔ4

మ
൯ 

ൌ െ2 ൅  ଶݔ4

                  M1A1 

ଵݕݔ2 െ 2 ൈ ଴ݕ1 ൌ ሻݔሺ2ݔ2 െ 2 ൌ ଶݔ4 െ 2    so result true for   ݊ ൌ 1   A1 

Hence   ݕ௡ାଵ ൌ ௡ݕݔ2 െ ݊   ௡ିଵ  forݕ2݊ ൒ 1  by induction.        A1 (10) 
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As    ݕ௡ାଵ ൌ ௡ݕݔ2 െ ௡ାଶݕ   , ௡ିଵݕ2݊ ൌ ௡ାଵݕݔ2 െ 2ሺ݊ ൅ 1ሻݕ௡     M1 

Eliminating ݔ, 

ሺݕ௡ାଵሻଶ െ ௡ାଶݕ௡ݕ ൌ 2ሺ݊ ൅ 1ሻሺݕ௡ሻଶ െ  ௡ାଵݕ௡ିଵݕ2݊

                M1 

Thus 

௡ାଵݕ௡ାଵሺݕ ൅ ௡ିଵሻݕ2݊ ൌ ௡ାଶݕ௡ሺݕ ൅ 2ሺ݊ ൅ 1ሻݕ௡ሻ 
So 

௡ାଵଶݕ െ ௡ାଶݕ௡ݕ ൌ 2݊ሺݕ௡ଶ െ ௡ାଵሻݕ௡ିଵݕ ൅  ௡ଶݕ2

                  A1 (3) 

(iii)   Suppose   ݕ௞ଶ െ ௞ାଵݕ௞ିଵݕ ൐ 0  for some   ݇ ൒ 1  B1 

Then,  as   2ݕ௞ଶ ൒ 0  ,  2݇ሺݕ௞ଶ െ ௞ାଵሻݕ௞ିଵݕ ൅ ௞ଶݕ2 ൐ 0  , i.e. by (ii)    ݕ௞ାଵଶ െ ௞ାଶݕ௞ݕ ൐ 0    E1  

Consider  ݇ ൌ 1 

ଵଶݕ െ ଶݕ଴ݕ ൌ ሺ2ݔሻଶ െ 1 ൈ ሺെ2 ൅ ଶሻݔ4 ൌ ଶݔ4 ൅ 2 െ ଶݔ4 ൌ 2 ൐ 0 

                      B1 

Hence the result    ݕ௡ଶ െ ௡ାଵݕ௡ିଵݕ ൐ 0   for  ݊ ൒ 1 

            B1 (4) 
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3.     

ሻ′൯ݕ௖ݔ௕ሺݔ௔൫ݔ
ᇱ
ൌ ᇱݕ௖ݔ௕ሺݔ௔ሾݔ ൅  ሻሿᇱݕ௖ିଵݔܿ

                  M1 

ൌ ′ݕ௕ା௖ݔ௔ሾݔ ൅  ሿᇱݕ௕ା௖ିଵݔܿ

ൌ ᇱᇱݕ௕ା௖ݔ௔ሾݔ ൅ ᇱݕ௕ା௖ିଵݔܿ ൅ ሺܾ ൅ ܿሻݔ௕ା௖ିଵݕᇱ ൅ ܿሺܾ ൅ ܿ െ 1ሻݔ௕ା௖ିଶݕሿ 

ൌ ′′ݕ௔ା௕ା௖ݔ ൅ ሺܾ ൅ 2ܿሻݔ௔ା௕ା௖ିଵݕᇱ 	൅ ܿሺܾ ൅ ܿ െ 1ሻݔ௔ା௕ା௖ିଶݕ 

                  M1A1 

This is of the required form if 

ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൌ 2 

ܾ ൅ 2ܿ ൌ 1 െ  ݌2

ܿሺܾ ൅ ܿ െ 1ሻ ൌ ଶ݌ െ  ଶݍ

              M1 

Thus 

ܿሺ1 െ ݌2 െ 2ܿ ൅ ܿ െ 1ሻ ൌ ଶ݌ െ  ଶݍ

ܿଶ ൅ ܿ݌2 ൅ ଶ݌ ൌ  ଶݍ

ܿ ൅ ݌ ൌ േݍ 

              M1 

Thus it is possible if 

ܿ ൌ ݍ െ ܾ  ,  ݌ ൌ 1 െ ܽ  , ݍ2 ൌ 1 ൅ ݌ ൅  ݍ

or 

ܿ ൌ െݍ െ ܾ  , ݌ ൌ 1 ൅ ܽ  , ݍ2 ൌ 1 ൅ ݌ െ  ݍ

            A1 (6) 

(i)  		ݔଶݕ′′ ൅ ሺ1 െ ′ݕݔሻ݌2 ൅ ሺ݌ଶ െ ݕଶሻݍ ൌ 0 

So 

ሻ′൯ݕ௖ݔ௕ሺݔ௔൫ݔ
ᇱ
ൌ 0 

൫ݔ௕ሺݔ௖ݕሻ′൯
ᇱ
ൌ 0 

ሻᇱݕ௖ݔ௕ሺݔ ൌ  ܣ

              M1 

ሺݔ௖ݕሻᇱ ൌ  ௕ିݔܣ

 

ݕ௖ݔ ൌ
஺௫ష್శభ

ି௕ାଵ
൅ ܾ  unless  ܤ ൌ 1    B1 
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ݕ ൌ
௕ି௖ାଵିݔܣ

െܾ ൅ 1
൅  ௖ିݔܤ

 ܾ ് 1 ⇒ ݍ ് 0  in which case  	

ݕ ൌ
௣േ௤ݔܣ

േ2ݍ
൅ ௣േ௤ݔܤ  

That is 

ݕ ൌ ௣ା௤ݔܥ ൅ ௣ି௤ݔܦ  

              M1A1 

However, if  ܾ ൌ ݕ௖ݔ   ,  1 ൌ ܣ ln ݔ ൅  ܤ     M1 

so   ݕ ൌ ௖ିݔܣ ln ݔ ൅ ௖ିݔܤ  

So if  ݍ ൌ ݕ   , 0 ൌ ௣ݔܣ ln ݔ ൅  ௣ݔܤ     M1A1 (7) 

(ii)   		ݔଶݕ′′ ൅ ሺ1 െ ′ݕݔሻ݌2 ൅ ݕଶ݌ ൌ  ௡ݔ

Thus  ݍ ൌ 0 ,  and   ܿ ൌ െ݌  ,  ܾ ൌ 1 ,  ܽ ൌ 1 ൅  ݌   B1 

ሻ′ሻᇱݕ௖ݔሺݔ௔ሺݔ ൌ  ௡ݔ

ሺݔሺݔ௖ݕሻ′ሻᇱ ൌ  ௡ି௔ݔ

ሻᇱݕ௖ݔሺݔ ൌ
௫೙శభషೌ

௡ାଵି௔
൅ ݊  for   ܣ ൅ 1 െ ܽ ് 0  or  ݔሺݔ௖ݕሻᇱ ൌ ln ݔ ൅ ݊  for     ܣ ൅ 1 െ ܽ ൌ 0  M1 B1 

݊ ൅ 1 െ ܽ ൌ 0 ⇒ ݊ ൌ  ݌

Thus    ሺݔ௖ݕሻᇱ ൌ
௫೙షೌ

௡ାଵି௔
൅ ሻᇱݕ௖ݔଵ    or  ሺିݔܣ ൌ ଵିݔ ln ݔ ൅       ଵିݔܣ

So    ݔ௖ݕ ൌ
௫೙శభషೌ

ሺ௡ାଵି௔ሻమ
൅ ܣ ln ݔ ൅ ݕ௖ݔ   or   ܤ ൌ

ሺ୪୬௫ሻమ

ଶ
൅ ܣ ln ݔ ൅  ܤ M1 M1 

So for   ݊ ് ݕ ,  ݌ ൌ
௫೙

ሺ௡ି௣ሻమ
൅ ܣ ௣lnݔ ݔ ൅  ௣ݔܤ A1 

and for    ݊ ൌ ݕ   , ݌ ൌ ௡ݔ
ሺ୪୬௫ሻమ

ଶ
൅ ௡ݔܣ ln ݔ ൅  ௡ݔܤ A1 (7) 
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4.    

ଶݔ

ܽଶ
െ
ଶݕ

ܾଶ
ൌ 1 

ݔ2
ܽଶ

െ
ݕ2
ܾଶ

ݕ݀
ݔ݀

ൌ 0 

                M1 

(Alternatively, 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ݕ݀ ⁄ߠ݀

ݔ݀ ⁄ߠ݀
ൌ

ܾ secଶ ߠ
ܽ sec ߠ tan ߠ

 

also earns M1) 

Thus at P 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ܽ sec ߠ
ܽଶ

ܾଶ

ܾ tan ߠ
ൌ

ܾ
ܽ sin ߠ

 

                  A1 

So the tangent at P is 

ݕ െ 	ܾ tan ߠ ൌ
ܾ

ܽ sin ߠ
ሺݔ െ ܽ sec  ሻߠ

                  M1 

Hence 

ݕܽ sin ߠ െ ܾܽ
sinଶ ߠ
cos ߠ

ൌ ݔܾ െ ܾܽ
1

cos ߠ
 

So 

ݔܾ െ ݕܽ sin ߠ ൌ ܾܽ ቆ
1

cos ߠ
െ
sinଶ ߠ
cos ߠ

ቇ ൌ ܾܽ
cosଶ ߠ
cos ߠ

ൌ ܾܽ cos  ߠ

as required.             A1* (4) 

(i)  S is the intersection of  ܾݔ െ ݕܽ sin ߠ ൌܾܽ cos   and  ߠ
௫

௔
ൌ

௬

௕
 

So  ܾݔ െ ݔܾ sin ߠ ൌ ܾܽ cos  ߠ   M1 

Thus, S is  ቀ
௔ ୡ୭ୱఏ

ଵିୱ୧୬ఏ
,
௕ ୡ୭ୱఏ

ଵିୱ୧୬ఏ
	ቁ    A1 

Similarly, T is the intersection of  ܾݔ െ ݕܽ sin ߠ ൌܾܽ cos   and  ߠ
௫

௔
ൌ െ

௬

௕
 

So T is  ቀ
௔ ୡ୭ୱఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
, െ

௕ ୡ୭ୱఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
	ቁ    M1A1 

The midpoint of ST is therefore  ൬
ଵ

ଶ
ቀ
௔ ୡ୭ୱఏ

ଵିୱ୧୬ఏ
൅

௔ ୡ୭ୱఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
ቁ ,

ଵ

ଶ
ቀ
௕ ୡ୭ୱఏ

ଵିୱ୧୬ఏ
െ

௕ ୡ୭ୱఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
ቁ൰  M1 

1
2
൬
ܽ cos ߠ
1 െ sin ߠ

൅
ܽ cos ߠ
1 ൅ sin ߠ

൰ ൌ
1
2
ܽ cos ߠ

1 ൅ sin ߠ ൅ 1 െ sin ߠ
ሺ1 െ sin ሻሺ1ߠ ൅ sin ሻߠ

ൌ ܽ sec  ߠ
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1
2
൬
ܾ cos ߠ
1 െ sin ߠ

െ
ܾ cos ߠ
1 ൅ sin ߠ

൰ ൌ
1
2
ܾ cos ߠ

1 ൅ sin ߠ െ 1 ൅ sin ߠ
ሺ1 െ sin ሻሺ1ߠ ൅ sin ሻߠ

ൌ ܾ tan  ߠ

                    M1 

which means it is P.  A1 (7) 

(ii)  As the tangents at P and Q are perpendicular, 

ܾ
ܽ sin ߠ

ൈ
ܾ

ܽ sin߮
ൌ െ1 

              B1 

(This is possible because ܽ ൐ ܾ ) 

That is 

ܽଶ sin ߠ 	sin߮ ൅ ܾଶ ൌ 0 

The intersection of the tangents is given by the solution of 

ݔܾ െ ݕܽ sin ߠ ൌ ܾܽ cos  ߠ

ݔܾ െ ݕܽ sin߮ ൌ ܾܽ cos߮ 

Thus  

ݔ ൌ ܽ
ሺsin ߮ cos ߠ െ sin ߠ cos߮ሻ

ሺsin߮ െ sin ሻߠ
 

              M1 

and 

ݕ ൌ ܾ
ሺcos ߠ െ cos߮ሻ
ሺsin߮ െ sin ሻߠ

 

ଶݔ ൌ ቈܽ
ሺsin߮ cos ߠ െ sin ߠ cos ߮ሻ

ሺsin߮ െ sin ሻߠ
቉
ଶ

 

                  A1 

ଶݕ ൌ െܽଶ sin ߠ 	sin ߮ ቈ
ሺcos ߠ െ cos߮ሻ
ሺsin߮ െ sin ሻߠ

቉
ଶ

 

                  A1 

Note    sin ߠ 	sin߮ ൌ െ
௕మ

௔మ
൏ 0  so   sin߮ ് sin and so  sin߮  ߠ െ sin ߠ ് 0    E1 

So 

ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ
ܽଶ

ሺsin߮ െ sin ሻଶߠ
ሾሺsin߮ cos ߠ െ sin ߠ cos߮ሻଶ െ sin ߠ 	sin߮ ሺcos ߠ െ cos߮ሻଶሿ 

ൌ
ܽଶ

ሺsin߮ െ sin ሻଶߠ
ሾsinଶ ߮ cosଶ ߠ ൅ sinଶ ߠ cosଶ ߮ െ sin ߠ 	sin߮ cosଶ ߠ െ sin ߠ 	sin߮	 cosଶ ߮ሿ 

                        M1 
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ൌ
௔మ

ሺୱ୧୬ఝିୱ୧୬ఏሻమ
ሾsinଶ ߮ ሺ1 െ sinଶ ሻߠ ൅ sinଶ ߠ ሺ1 െ sinଶ ߮ሻ െ 2 sin߮ sin ߠ ൅2 sin߮ sin ߠ െ

sin ߠ 	sin߮ cosଶ ߠ െ sin ߠ 	sin ߮	 cosଶ ߮ሿ        M1 

ൌ
ܽଶ

ሺsin߮ െ sin ሻଶߠ
ሾሺsin߮ െ sin ሻଶߠ ൅ sin߮ sin ሺ2ߠ െ 2 sin߮ sin ߠ െ cosଶ ߠ െ cosଶ ߮ሻሿ 

ൌ
ܽଶ

ሺsin߮ െ sin ሻଶߠ
ሾሺsin߮ െ sin ሻଶߠ ൅ sin߮ sin ߠ 	ሺsinଶ ߮ െ 2 sin߮ sin ߠ ൅ sinଶ  ሻሿߠ

ൌ ܽଶ ൅ ܽଶ sin ߠ 	sin߮ ൌ ܽଶ െ ܾଶ 

as required.          M1A1* (9) 
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5.  (i)    

ሺ݇ ൅ 1ሻሺ		ܣ௞ାଵ െ ௞ାଵሻܩ െ ݇ሺܣ௞ െ ௞ሻܩ ൒ 0  

⟺		 ሺܽଵ ൅ ܽଶ ൅⋯൅ ܽ௞ ൅ ܽ௞ାଵሻ െ ሺ݇ ൅ 1ሻܩ௞ାଵ െ ሺܽଵ ൅ ܽଶ ൅ ⋯൅ ܽ௞ሻ ൅ ௞ܩ݇ ൒ 0   M1 

⟺		ܽ௞ାଵ ൅ ௞ܩ݇ ൒ ሺ݇ ൅ 1ሻܩ௞ାଵ  

⟺		
௔ೖశభ
ீೖ

൅ ݇ ൒ ሺ݇ ൅ 1ሻ
ீೖశభ
ீೖ

     as  ܩ௞ ൐ 0     M1 E1 

 

ீೖశభ
ீೖ

ൌ
൫ீೖ

ೖ௔ೖశభ൯
భ ೖశభ⁄

ீೖ
ൌ ቀ௔ೖశభ

ீೖ
ቁ
ଵ ௞ାଵ⁄

ൌ  ௞      B1ߣ

 

So 

	
௔ೖశభ
ீೖ

൅ ݇ ൒ ሺ݇ ൅ 1ሻ
ீೖశభ
ீೖ

௞ߣ	⟺	
௞ାଵ ൅ ݇ ൒ ሺ݇ ൅ 1ሻߣ௞       

 

௞ߣ	⟺
௞ାଵ െ ሺ݇ ൅ 1ሻߣ௞ ൅ ݇ ൒ 0   as required.       M1A1 (6) 

 

(ii)     ݂ሺݔሻ ൌ ௞ାଵݔ െ ሺ݇ ൅ 1ሻݔ ൅ ݇ 

So  ݂′ሺݔሻ ൌ ሺ݇ ൅ 1ሻݔ௞ െ ሺ݇ ൅ 1ሻ ൌ ሺ݇ ൅ 1ሻ൫ݔ௞ െ 1൯ and  ݂′′ሺݔሻ ൌ ሺ݇ ൅ 1ሻ݇ݔ௞ିଵ  M1M1 

Thus, if  ݔ is positive, there is a single stationary point for  ݔ ൌ 1   and it is a minimum.  E1 

݂ሺ1ሻ ൌ 0  

and so  ݂ሺݔሻ ൌ ௞ାଵݔ െ ሺ݇ ൅ 1ሻݔ ൅ ݇ ൒ 0        E1* (4) 

 

(iii)  (a)  Assume   ܣ௞ ൒  ݇  ௞  for some particularܩ B1 

then by (ii), the condition for (i) is met and so  ܣ௞ାଵ െ ௞ାଵܩ ൒
௞

௞ାଵ
ሺܣ௞ െ  ௞ሻ   E1ܩ

 and thus  ܣ௞ାଵ ൒  ௞ାଵܩ

ଵܣ ൌ ܽଵ  and  ܩଵ ൌ ܽଵ  and so  ܣଵ ൒ ଵܣ  ଵ    (in factܩ ൌ  ଵ)   B1ܩ

Thus, by the principle of mathematical induction,  ܣ௡ ൒  ௡  for all  ݊      B1 (4)ܩ

 

(b)  If  ܣ௞ ൌ ௡ܣ  ௞  for some  ݇  , then asܩ ൒ ௞ିଵܣ  ,  ݊  ௡  for allܩ ൒  ௞ିଵ   E1ܩ

and by (i) and (ii) ܣ௞ିଵ ൌ   ௞ିଵ  andܩ   E1 

൬
ܽ௞
௞ିଵܩ

൰
ଵ ௞⁄

ൌ 1 

in which case   ܽ௞ ൌ  ௞ିଵ .  B1ܩ
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But as  ܣ௡ ൌ ௞ܣ   ,௡ܩ ൌ ௞  and  ܽ௞ܩ ൌ ݇  ௞ିଵ  for all  ݇ , forܩ ൌ 1 to  ݊    E1 

But,  ܣଵ ൌ ଵܩ ൌ ܽଵ     B1    and so  ܽଶ ൌ ଵܩ ൌ ܽଵ  and thus  ܣଶ ൌ ଶܩ ൌ ܽଵ  and  ܽଷ ൌ ଶܩ ൌ ܽଵ  and 
so on up to  ܣ௡ ൌ ௡ܩ ൌ ܽଵ  

Hence  ܽଵ ൌ ܽଶ ൌ ܽଷ ൌ ⋯ ൌ ܽ௡      E1 (6) 
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6.   (i)     

 ሬሬሬሬሬԦܥܣ   is parallel to			ሬሬሬሬሬԦܳܣ

So     ݍ െ ܽ ൌ ሺܿߣ െ ܽሻ    where   ߣ  is real. 

Therefore    
௤ି௔

௖ି௔
ൌ  which is real as required.  E1 (1) ߣ

Hence,    
ݍ െ ܽ
ܿ െ ܽ

ൌ ቀ
ݍ െ ܽ
ܿ െ ܽ

ቁ
∗
 

              M1 

ቀ
ݍ െ ܽ
ܿ െ ܽ

ቁ
∗
ൌ
ሺݍ െ ܽሻ∗

ሺܿ െ ܽሻ∗
ൌ
∗ݍ െ ܽ∗

ܿ∗ െ ܽ∗
 

              M1 

So as  
ݍ െ ܽ
ܿ െ ܽ

ൌ
∗ݍ െ ܽ∗

ܿ∗ െ ܽ∗
 

ሺܿ െ ܽሻሺݍ∗ െ ܽ∗ሻ ൌ ሺܿ∗ െ ܽ∗ሻሺݍ െ ܽሻ 

                A1* (3) 

ሺܿ െ ܽሻ ൬ݍ∗ െ
1
ܽ
൰ ൌ ൬

1
ܿ
െ
1
ܽ
൰ ሺݍ െ ܽሻ 

                M1 

Multiplying by   ܽܿ  , 

ሺܿ െ ܽሻሺܽܿݍ∗ െ ܿሻ ൌ െሺܿ െ ܽሻሺݍ െ ܽሻ 

                M1 

Thus  

∗ݍܿܽ െ ܿ ൌ െሺݍ െ ܽሻ 

as   ܿ െ ܽ ് 0                E1 

and so  

ݍ ൅ ∗ݍܿܽ ൌ ܽ ൅ ܿ 

                A1* (4) 

(ii)   Q lies on AC, so from  (i) 

ݍ ൅ ∗ݍܿܽ ൌ ܽ ൅ ܿ 

Also Q lies on BD, so similarly	
ݍ ൅ ∗ݍܾ݀ ൌ ܾ ൅ ݀ 

                M1 

Subtracting 	ሺܽܿ െ ܾ݀ሻݍ∗ ൌ ሺܽ ൅ ܿሻ െ	ሺܾ ൅ ݀ሻ      M1* 
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Multiplying the AC equation by   ܾ݀  and the BD one by   ܽܿ  and subtracting, 

ሺܽܿ െ ܾ݀ሻݍ ൌ 	ܽܿሺܾ ൅ ݀ሻ െ ܾ݀ሺܽ ൅ ܿሻ 

                M1 

So adding these two equations 

ሺܽܿ െ ܾ݀ሻሺݍ ൅ ሻ∗ݍ ൌ 	ܽܿሺܾ ൅ ݀ሻ െ ܾ݀ሺܽ ൅ ܿሻ ൅ ሺܽ ൅ ܿሻ െ	ሺܾ ൅ ݀ሻ 

                M1 

Rearranging 	
ሺܽܿ െ ܾ݀ሻሺݍ ൅ ሻ∗ݍ ൌ ሺܽ െ ܾሻሺ1 ൅ ܿ݀ሻ ൅ ሺܿ െ ݀ሻሺ1 ൅ ܾܽሻ 

as required.              A1* (5) 

(iii)  P lies on AB, so from (i)	
݌ ൅ ∗݌ܾܽ ൌ ܽ ൅ ܾ 

                M1 

But as  ݌  is real,  ݌ ൌ 	 and so , ∗݌
݌ ൅ ݌ܾܽ ൌ ܽ ൅ ܾ 

                M1* 

That is  	
ሺ1݌ ൅ ܾܽሻ ൌ ܽ ൅ ܾ 

Similarly, as P lies on CD	
ሺ1݌ ൅ ܿ݀ሻ ൌ ܿ ൅ ݀ 

                M1 

Multiplying the final result of (ii) by ݌ we have 

ሺܽܿ െ ܾ݀ሻ݌ሺݍ ൅ ሻ∗ݍ ൌ ሺܽ െ ܾሻ݌ሺ1 ൅ ܿ݀ሻ ൅ ሺܿ െ ݀ሻ݌ሺ1 ൅ ܾܽሻ 

                M1 

Thus	
ሺܽܿ െ ܾ݀ሻ݌ሺݍ ൅ ሻ∗ݍ ൌ ሺܽ െ ܾሻሺܿ ൅ ݀ሻ ൅ ሺܿ െ ݀ሻሺܽ ൅ ܾሻ 

                M1 

So, simplifying	
ሺܽܿ െ ܾ݀ሻ݌ሺݍ ൅ ሻ∗ݍ ൌ 2ܽܿ െ 2ܾ݀ ൌ 2ሺܽܿ െ ܾ݀ሻ 

And as  ܽܿ െ ܾ݀ ് ݍሺ݌	    , 0 ൅ ሻ∗ݍ ൌ 2        E1 A1* (7) 
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7.   (i)    

ሺcot ߠ ൅ ݅ሻଶ௡ାଵ െ ሺcot ߠ െ 1ሻଶ௡ାଵ

2݅
ൌ
ሺcos ߠ ൅݅ sin ሻଶ௡ାଵߠ െ ሺcos ߠ െ݅ sin ሻଶ௡ାଵߠ

2݅ sinଶ௡ାଵ ߠ
 

                      M1 

ൌ
ሺcosሺ2݊ ൅ 1ሻ ߠ ൅݅ sinሺ2݊ ൅ 1ሻߠሻ െ ሺcosሺ2݊ ൅ 1ሻ ߠ െ݅ sinሺ2݊ ൅ 1ሻߠሻ

2݅ sinଶ௡ାଵ ߠ
 

                      M1 

ൌ
2݅ sinሺ2݊ ൅ 1ሻߠ
2݅ sinଶ௡ାଵ ߠ

ൌ
sinሺ2݊ ൅ 1ሻߠ
sinଶ௡ାଵ ߠ

 

                      A1* (3) 

Let    ݕ ൌ cot  then  ,  ߠ

ሺݕ ൅ ݅ሻଶ௡ାଵ െ ሺݕ െ ݅ሻଶ௡ାଵ

2݅
 

                      M1 

ൌ
ቀݕଶ௡ାଵ ൅ ቀ2݊ ൅ 1

1
ቁ ଶ௡݅ݕ ൅ ቀ2݊ ൅ 1

2
ቁ ଶ௡ିଵ݅ଶݕ ൅ ⋯ቁ െ ቀݕଶ௡ାଵ െ ቀ2݊ ൅ 1

1
ቁ ଶ௡݅ݕ ൅ ቀ2݊ ൅ 1

2
ቁ ଶ௡ିଵ݅ଶݕ െ ⋯ቁ

2݅
 

                      M1 

ൌ ቀ2݊ ൅ 1
1

ቁ ଶ௡ݕ െ ቀ2݊ ൅ 1
3

ቁ ଶ௡ିଶݕ ൅ ⋯൅ ሺ݅ሻଶ௡ 

                      M1 

So if   ሺ2݊ ൅ 1ሻߠ ൌ ݉   where  ߨ݉ ൌ 1, 2, … , ݊  ,  sin ߠ ് 0  and  sinሺ2݊ ൅ 1ሻߠ ൌ 0  E1 

So  	

ቀ2݊ ൅ 1
1

ቁ cotଶ௡ ߠ െ ቀ2݊ ൅ 1
3

ቁ cotଶ௡ିଶ ߠ ൅ ⋯൅ ሺെ1ሻ௡ ൌ 0 

Thus if   ݔ ൌ cotଶ ቀ2݊    , ߠ ൅ 1
1

ቁ ௡ݔ െ ቀ2݊ ൅ 1
3

ቁ ௡ିଵݔ ൅ ⋯൅ ሺെ1ሻ௡ ൌ 0   which gives the required 

result.                      A1* (5) 

(ii)   

෍ cotଶ ቀ
ߨ݉

2݊ ൅ 1
ቁ

௡

௠ୀଵ

 

is the sum of the roots of the equation in part (i) , and so is equal to       M1 

ቀ2݊ ൅ 1
3

ቁ

ቀ2݊ ൅ 1
1

ቁ
ൌ

ሺ2݊ ൅ 1ሻ!
ሺ2݊ െ 2ሻ! 3!

ൈ
ሺ2݊ሻ! 1!
ሺ2݊ ൅ 1ሻ!

ൌ
ሺ2݊ሻ!

ሺ2݊ െ 2ሻ! 3!
ൌ
2݊ ൈ ሺ2݊ െ 1ሻ

3 ൈ 2
ൌ
݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3
 

    A1                  A1* (3) 
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(iii)   As   0 ൏ sin ߠ ൏ ߠ ൏ tan    , ߠ
ଵ

ୱ୧୬ఏ
൐

ଵ

ఏ
൐

ଵ

୲ୟ୬ఏ
  as these are all positive, and 

1
sinଶ ߠ

൐
1
ଶߠ

൐
1

tanଶ ߠ
 

                M1 

Thus 

cscଶ ߠ ൐
1
ଶߠ

൐ cotଶ  ߠ

                M1 

That is 

1 ൅ cotଶ ߠ ൐
1
ଶߠ

൐ cotଶ  ߠ

                M1 

or as required 

cotଶ ߠ ൏
1
ଶߠ

൏ 1 ൅ cotଶ  ߠ

෍ cotଶ ቀ
ߨ݉

2݊ ൅ 1
ቁ

௡

௠ୀଵ

൏ ෍ ൬
2݊ ൅ 1
ߨ݉

൰
ଶ

൏ ෍ ቀ1 ൅ cotଶ ቀ
ߨ݉

2݊ ൅ 1
ቁቁ

௡

௠ୀଵ

௡

௠ୀଵ

 

                M1 

݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3
൏ ൬

2݊ ൅ 1
ߨ

൰
ଶ

෍
1
݉ଶ ൏ ݊ ൅

݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3

௡

௠ୀଵ

 

                M1 

݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3ሺ2݊ ൅ 1ሻଶ
ൈ ଶߨ ൏ ෍

1
݉ଶ ൏

݊ሺ2݊ ൅ 2ሻ

3ሺ2݊ ൅ 1ሻଶ
ൈ ଶߨ

௡

௠ୀଵ

 

                M1 

Letting   ݊ → ∞ ,  

݊ሺ2݊ െ 1ሻ

3ሺ2݊ ൅ 1ሻଶ
ൈ ଶߨ →

ଶߨ

6
 

                M1 

and 

݊ሺ2݊ ൅ 2ሻ

3ሺ2݊ ൅ 1ሻଶ
ൈ ଶߨ →

ଶߨ

6
 

                M1 

and so                  ∑
ଵ

௠మ ൌ
గమ

଺
ஶ
௠ୀଵ           A1* (9) 

   

©UCLES 2018 STEP 3 MATHEMATICS 2018 47

www.m
ym

athscloud.com

https://mymathscloud.com


8.   (i) 

෍ න
݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ ൅ ሻݕ
ݕ݀	 ൌ න

݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ ൅ ሻݕ
ݕ݀	

ஶ

ଵ

௡ାଵ

௬ୀ௡

ஶ

௡ୀଵ

 

                  M1 

Making a change of variable,  ݕ ൌ   ,  ଵିݔ
ௗ௬

ௗ௫
ൌ െିݔଶ      M1 

so 	

෍ න
݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ ൅ ሻݕ
ݕ݀	 ൌ න

݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ ൅ ሻݕ
ݕ݀	 ൌ න

݂ሺିݔଵሻ

ଵሺ1ିݔ ൅ ଵሻିݔ
.െିݔଶ	݀ݔ

଴

ଵ

ஶ

ଵ

௡ାଵ

௬ୀ௡

ஶ

௡ୀଵ

 

                  M1 

ൌ න
െ݂ሺିݔଵሻ
ሺݔ ൅ 1ሻ

. ݔ݀

଴

ଵ

ൌ න
݂ሺିݔଵሻ
ሺ1 ൅ ሻݔ

. ݔ݀

ଵ

଴

ൌ  ܫ

                  A1* (4) 

 

ܫ ൌ ෍ න
݂ሺݕሻ

ሺ1ݕ ൅ ሻݕ
ݕ݀	 ൌ ෍ න

݂ሺݕሻ

ݕ

௡ାଵ

௬ୀ௡

െ
݂ሺݕሻ

1 ൅ ݕ
ݕ݀	

ஶ

௡ୀଵ

௡ାଵ

௬ୀ௡

ஶ

௡ୀଵ

 

                  M1 

ൌ ෍ න
݂ሺݔ ൅ 1ሻ

ݔ ൅ 1

௡

௫ୀ௡ିଵ

ஶ

௡ୀଵ

ݔ݀ െ෍ න
݂ሺݕሻ

1 ൅ ݕ
ݕ݀	

௡ାଵ

௬ୀ௡

ஶ

௡ୀଵ

	 

                  M1 

ൌ ෍ න
݂ሺݔሻ

ݔ ൅ 1

௡

௫ୀ௡ିଵ

ஶ

௡ୀଵ

ݔ݀ െ෍ න
݂ሺݕሻ

1 ൅ ݕ
ݕ݀	

௡ାଵ

௬ୀ௡

ஶ

௡ୀଵ

 

                  M1 

ൌ න
݂ሺݔሻ

ݔ ൅ 1

ஶ

௫ୀ଴

ݔ݀ െ න
݂ሺݔሻ

ݔ ൅ 1

ஶ

௫ୀଵ

 ݔ݀

                  M1 

ൌ න
݂ሺݔሻ

1 ൅ ݔ

ଵ

௫ୀ଴

 ݔ݀

as required.                A1* (5) 
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(ii)    From (i) 

න
ሼିݔଵሽ

ݔ ൅ 1

ଵ

௫ୀ଴

ݔ݀ ൌ න
ሼݔሽ

ݔ ൅ 1

ଵ

௫ୀ଴

 ݔ݀

                  M1 

ൌ න
ݔ

ݔ ൅ 1

ଵ

௫ୀ଴

ݔ݀ ൌ න 1 െ
1

ݔ ൅ 1

ଵ

௫ୀ଴

ݔ݀ ൌ ሾݔ െ lnሺݔ ൅ 1ሻሿ଴
ଵ ൌ 1 െ ln 2 

      M1          M1    A1 (4) 

න
ሼ2ିݔଵሽ

ݔ ൅ 1

ଵ

௫ୀ଴

 ݔ݀

ሼ2ሺݔ ൅ 1ሻሽ ൌ ሼ2ݔ ൅ 2ሽ ൌ ሼ2ݔሽ          E1 

and so we can once again use the result from part (i), and thus 

න
ሼ2ିݔଵሽ

ݔ ൅ 1

ଵ

௫ୀ଴

ݔ݀ ൌ න
ሼ2ݔሽ

ݔ ൅ 1

ଵ

௫ୀ଴

ݔ݀ ൌ න
ݔ2
ݔ ൅ 1

ଵ
ଶ

௫ୀ଴

	ݔ݀ ൅ 	 න
ݔ2 െ 1
ݔ ൅ 1

ଵ

௫ୀଵଶ

 ݔ݀

          M1      M1A1 

ൌ 2ሾݔ െ lnሺݔ ൅ 1ሻሿ଴

ଵ
ଶ ൅ ሾ2ݔ െ 3 lnሺݔ ൅ 1ሻሿଵ

ଶ

ଵ 

                dM1 

ൌ 1 െ 2 ln
3
2
൅ 2 െ 3 ln 2 െ 1 ൅ 3 ln

3
2
 

ൌ 2 ൅ ln
3
16

ൌ 	2 െ ln
16
3
 

                M1A1 (7) 

 

   

©UCLES 2018 STEP 3 MATHEMATICS 2018 49

www.m
ym

athscloud.com

https://mymathscloud.com


9.  (i)    NELI for the n‐1 th collision between P and Q gives 

௡ିଵݒ െ ௡ିଵݑ ൌ ݁ሺݒ௡ିଶ ൅  ௡ିଶሻݑ

                  M1 

and conserving momentum 

௡ିଵݒ݉݇ ൅ ௡ିଵݑ݉ ൌ ௡ିଶݑ݉ െ  ௡ିଶݒ݉݇

                  M1 

which simplifies to 

௡ିଵݒ݇ ൅ ௡ିଵݑ ൌ ௡ିଶݑ െ  ௡ିଶݒ݇

Eliminating   ݒ௡ିଶ   between the two equations by multiplying the first by ݇ and the second by ݁ and 
adding gives                M1 

݇ሺ1 ൅ ݁ሻݒ௡ିଵ ൅ ሺ݁ െ ݇ሻݑ௡ିଵ ൌ ݁ሺ1 ൅ ݇ሻݑ௡ିଶ 

                  A1 

Similarly, the nth collision gives 

௡ݒ െ ௡ݑ ൌ ݁ሺݒ௡ିଵ ൅  ௡ିଵሻݑ

and 

௡ݒ݇ ൅ ௡ݑ ൌ ௡ିଵݑ െ  ௡ିଵݒ݇

                  M1 

Eliminating   ݒ௡   between these two equations by multiplying the first by k and subtracting from the 

second                  M1 

ሺ1 ൅ ݇ሻݑ௡ ൌ ሺ1 െ ݇݁ሻݑ௡ିଵ െ ݇ሺ1 ൅ ݁ሻݒ௡ିଵ      (**)  A1 

Adding the left hand side of the equation from the n‐1 th collision to the right hand side of that just 

obtained (and vice versa) 

ሺ1 ൅ ݇ሻݑ௡ ൅ ݁ሺ1 ൅ ݇ሻݑ௡ିଶ ൌ ሺ1 െ ݇݁ሻݑ௡ିଵ ൅ ሺ݁ െ ݇ሻݑ௡ିଵ 

                  M1 

Thus 

ሺ1 ൅ ݇ሻݑ௡ ൅ ݁ሺ1 ൅ ݇ሻݑ௡ିଶ ൌ ሺ1 ൅ ݁ െ ݇ െ ݇݁ሻݑ௡ିଵ ൌ ሺ1 െ ݇ሻሺ1 ൅ ݁ሻݑ௡ିଵ 

                  M1 

Giving 

ሺ1 ൅ ݇ሻݑ௡ െ ሺ1 െ ݇ሻሺ1 ൅ ݁ሻݑ௡ିଵ ൅ ݁ሺ1 ൅ ݇ሻݑ௡ିଶ ൌ 0 

                  A1* (10) 
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(ii)   The first impact gives using (**) 

൬1 ൅
1
34
൰ݑଵ ൌ ൬1 െ

1
34

ൈ
1
2
൰ ଴ݑ െ

1
34

൬1 ൅
1
2
൰  ଴ݒ

                  M1 

Thus 

ଵݑ70 ൌ ଴ݑ67 െ  ଴ݒ3

                  A1 

Letting   ݊ ൌ 0 

଴ݑ ൌ ܣ ൅  ܤ

                  M1 

and letting   ݊ ൌ 1 

ܣ ൬
7
10
	൰ ൅ ܤ ൬

5
7
൰ ൌ ଵݑ ൌ

଴ݑ67 െ ଴ݒ3
70

 

                  M1 

So  49ܣ ൅ ܤ50 ൌ ଴ݑ67 െ  ଴ݒ3

Thus 

ܣ ൌ െ17ݑ଴ ൅  ଴ݒ3

and  

ܤ ൌ ଴ݑ18 െ  ଴ݒ3

                  M1 A1 (6) 

Thus 

௡ݑ ൌ ሺെ17ݑ଴ ൅ ଴ሻݒ3 ൬
7
10
	൰
௡

൅ ሺ18ݑ଴ െ ଴ሻݒ3 ൬
5
7
൰
௡

 

                  M1 

ൌ ൬
5
7
൰
௡

ቈሺെ17ݑ଴ ൅ ଴ሻݒ3 ൬
49
50
	൰
௡

൅ ሺ18ݑ଴ െ  ଴ሻ቉ݒ3

If    ݒ଴ ൐ ଴ݑ଴  ,  ( െ17ݑ6 ൅ ଴ݒ3 ൐ ଴ݑ଴ )  and   18ݑ െ ଴ݒ3 ൏ 0    M1 

 

For large ݊, the term  ቀ
ସଽ

ହ଴
	ቁ
௡
→ 0  

                  E1 

௡ݑ   → ቀହ
଻
ቁ
௡
ሺ18ݑ଴ െ ଴ሻݒ3 ൏ 0    

                E1* (4) 
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10.    If G is the centre of mass of the combined disc and particle, then  

ሺܯ ൅݉ሻ ൈ ܩܱ ൌ ܯ ൈ 0 ൅݉ ൈ ܽ 

                  M1 

In equilibrium, G is vertically below A, so  sin ߚ ൌ
ைீ

ை஺
ൌ

௠

ெା௠
    A1 (2) 

Applying the cosine rule to triangle OAP, 

ଶܲܣ ൌ ܽଶ ൅ ܽଶ െ 2ܽଶ cos ቀ
ߨ
2
െ ቁߚ ൌ 2ܽଶሺ1 െ sin  ሻߚ

            M1      M1 

Thus 

ܲܣ
ܽ
ൌ ඥ2ሺ1 െ sin ሻߚ ൌ ට2 ቀ1 െ

݉
ܯ ൅݉

ቁ ൌ ඨ
ܯ2

ܯ ൅݉
 

              M1    A1* (4) 

The kinetic energy of the disc about L is   
ଵ

ଶ
ሶߠܫ ଶ     B1  and the kinetic energy of the particle about L is   

ଵ

ଶ
݉൫ߠܲܣሶ൯

ଶ
ൌ

ଵ

ଶ
݉2ܽଶሺ1 െ sin ሶߠሻߚ ଶ ൌ ሺ1 െ sin ሶߠሻ݉ܽଶߚ ଶ 

  B1      M1 

The potential energy of the system relative to the zero level of the point G in equilibrium is 

ሺܯ ൅݉ሻ݃ܩܣሺ1 െ cos ሻߠ ൌ ሺܯ ൅݉ሻ݃ܽ cos ሺ1ߚ െ cos  ሻߠ  

  B1        M1 

So, during the motion, conserving energy 

1
2
ሶߠܫ ଶ ൅ ሺ1 െ sin ሶߠሻ݉ܽଶߚ ଶ ൅ ሺܯ ൅݉ሻ݃ܽ cos ሺ1ߚ െ cos  ሻߠ

Is constant.              E1 (6) 

1
2
ሶߠܫ ଶ ൅ ሺ1 െ sinߚሻ݉ܽଶߠሶ ଶ ൅ ሺܯ ൅݉ሻ݃ܽ cos ሺ1ߚ െ cos ሻߠ ൌ ܿ 

Differentiating with respect to time, 

ሷߠሶߠܫ ൅ 2ሺ1 െ sin ሷߠሶߠሻ݉ܽଶߚ ൅ ሺܯ ൅݉ሻ݃ܽ cos ߚ sin ߠ ሶߠ ൌ 0 

                  M1 A1 

Thus, as   ݉ ൌ
ଷ

ଶ
sin   , ܯ ߚ ൌ

௠

ெା௠
ൌ

ଷ

ହ
  and    cos ߚ ൌ

ସ

ହ
   (cos  	ߚ is positive as ߚ	  is acute) B1 

and because   ܫ ൌ
ଷ

ଶ
 , ଶܽܯ

൬
3
2
ଶܽܯ ൅ 2 ൈ

2
5
ൈ
3
2
ଶ൰ܽܯ ሷߠ ൅ ൬ܯ ൅

3
2
൰݃ܽܯ ൈ

4
5
sin ߠ ൌ 0 

                  M1 
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For small oscillations,  sin ߠ 	ൎ  , ߠ         M1 

so 

27
10

ሷߠܽ ൅ ߠ2݃	 ൎ 0 

That is 

ሷߠ 	ൎ െ
20
27
	
݃
ܽ
 ߠ	

                  A1 

and hence the period of small oscillations is 

ඨߨ2
27ܽ
20݃

ൌ ඨߨ3
3ܽ
5݃

 

          M1    A1* (8) 
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11.    At a general moment in the motion, when the acute angle between the string and the upward 

vertical is ߠ , and the speed of the particle is  ݒ , resolving towards O 

ܶ′ ൅ ݉݃ cos ߠ ൌ ݉
ଶݒ

ܾ
 

where  ܶ′  is the tension in the string and  ݉  is the mass of the particle.    M1 

So at the point when the string becomes slack, 

݃ cos ߙ ൌ
ܸଶ

ܾ
 

                    M1 

i.e.  ܸଶ ൌ ܾ݃ cos  ߙ               A1 (3) 

If ݔ is the horizontal displacement of the particle from O at time ݐ, and ݕ the vertical. Then 

ݔ ൌ ܾ sin ߙ െ ݐܸ cos  ߙ

                    M1 

and  

ݕ ൌ ܾ cos ߙ ൅ ݐܸ sin ߙ െ
1
2
 ଶݐ݃

                    M1 

The string is taut when  ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ ܾଶ            M1 

So 

ሺܾ sin ߙ െ ܸܶ cos ሻଶߙ ൅ ൬ܾ cos ߙ ൅ ܸܶ sin ߙ െ
1
2
݃ܶଶ൰

ଶ

ൌ ܾଶ 

                    A1 

Thus 

ܾଶ sinଶ ߙ െ 2ܾ sin ܸܶߙ cos ߙ ൅ ܸଶܶଶ cosଶ ߙ
൅ ܾଶ cosଶ ߙ ൅ 2ܾ sin ܸܶߙ cos ߙ ൅ ܸଶܶଶ sinଶ ߙ െܾ݃ܶଶ cos ߙ െܸ݃ܶଷ sin ߙ

൅
1
4
݃ଶܶସ ൌ ܾଶ 

                    M1 

So 

ܸଶܶଶ െ ܾ݃ܶଶ cos ߙ െܸ݃ܶଷ sin ߙ ൅
1
4
݃ଶܶସ ൌ 0 

But as  ܸଶ ൌ ܾ݃ cos  , ߙ

ܸଶܶଶ െ ܸଶܶଶ െ ܸ݃ܶଷ sin ߙ ൅
1
4
݃ଶܶସ ൌ 0 

                    M1 
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So 

݃ଶܶସ ൌ 4ܸ݃ܶଷ sin  ߙ

and as  ܶ ് 0 , 

݃ܶ ൌ 4ܸ sin  ߙ

                    A1* (7) 

 

 

ሶݔ ൌ െܸ cos  ߙ

                    B1 

ሶݕ ൌ ܸ sin ߙ െ݃ݐ 

                    B1 

Thus  

tan ߚ ൌ
ܸ sinߙ െ݃ܶ
െܸ cos ߙ

ൌ
ܸ sin ߙ െ4ܸ sin ߙ

െܸ cos ߙ
ൌ 3 tan  ߙ

                    M1 A1* (4) 

The particle comes instantaneously to rest if and only if its motion is radial at the point of impact. 

In other words,  
ݕ
ݔ
ൌ tanߚ 

when   ݐ ൌ ܶ .                  M1 

Thus 

ݔ ൌ ܾ sin ߙ െ ܸܶ cos ߙ ൌ 	ܾ sin ߙ െ ܸ
4ܸ sin ߙ

݃
cos ߙ ൌ ܾ sin ߙ െ 4ܾ sin ߙ cosଶ  ߙ

                    M1 

and 

ݕ ൌ 	ܾ cos ߙ ൅ ܸܶ sin ߙ െ
1
2
݃ܶଶ ൌ ܾ cos ߙ ൅ ܸ

4ܸ sin ߙ
݃

sin ߙ െ
1
2
݃ ൬

4ܸ sin ߙ
݃

൰
ଶ

 

ൌ 	ܾ cos ߙ ൅ 4ܾ cos ߙ sinଶ ߙ െ 8ܾ cos ߙ sinଶ ߙ ൌ ܾ cos ߙ െ 4ܾ cos ߙ sinଶ  ߙ

                    M1 

So 

tan ߚ ൌ 3 tan ߙ ൌ
ܾ cos ߙ െ 4ܾ cos ߙ sinଶ ߙ
ܾ sin ߙ െ 4ܾ sin ߙ cosଶ ߙ

 

                    M1 
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Rewritten. this is 

3 sin ߙ
cos ߙ

ൌ
cos ߙ ሺ1 െ 4 sinଶ ሻߙ

sin ߙ ሺ1 െ 4 cosଶ ሻߙ
 

3 sinଶ ߙ ൫1 െ 4ሺ1 െ sinଶ ሻ൯ߙ ൌ ሺ1 െ sinଶ ሻሺ1ߙ െ 4 sinଶ  ሻߙ

                    M1 

Thus 

8ሺsinଶ ሻଶߙ െ 4 sinଶ ߙ െ 1 ൌ 0 

So 

sinଶ ߙ ൌ
4 േ 4√3
16

ൌ
1 േ √3
4

 

However,  sinଶ ߙ ൐ 0 , so   sinଶ ߙ ൌ
ଵା√ଷ

ସ
          A1* (6) 
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12.   (i)   ܲሺ ௞ܻ ൑  E1 ݕ ሻ   is the probability that at least ݇ numbers are less than or equal toݕ

The probability that exactly ݇ are smaller than or equal to ݕ is given by   

ቀ
݊
݇ቁݕ

௞ሺ1 െ  ሻ௡ି௞ݕ

                    M1 

So  

ܲሺ ௞ܻ ൑  ሻݕ

ൌ ቀ
݊
݇ቁ ݕ

௞ሺ1 െ ሻ௡ି௞ݕ ൅ ቀ
݊

݇ ൅ 1ቁ ݕ
௞ାଵሺ1 െ ሻ௡ି௞ିଵݕ ൅ ቀ

݊
݇ ൅ 2ቁ ݕ

௞ାଶሺ1 െ ሻ௡ି௞ିଶݕ ൅ ⋯ቀ
݊
݊ቁ ݕ

௡ 

ൌ ෍ ቀ
݊
݉ቁݕ

௠ሺ1 െ ሻ௡ି௠ݕ
௡

௠ୀ௞

 

as required.                  A1* (3) 

(ii)   

݉ቀ
݊
݉ቁ ൌ

݉ ൈ ݊!
ሺ݊ െ ݉ሻ!݉!

ൌ
݊!

ሺ݊ െ݉ሻ! ሺ݉ െ 1ሻ!
ൌ

݊ ൈ ሺ݊ െ 1ሻ!

൫ሺ݊ െ 1ሻ െ ሺ݉ െ 1ሻ൯! ሺ݉ െ 1ሻ!
ൌ ݊ ቀ݊ െ 1

݉ െ 1
ቁ 

    B1            M1      A1* 

ሺ݊ െ݉ሻ ቀ
݊
݉ቁ ൌ

ሺ݊ െ݉ሻ ൈ ݊!
ሺ݊ െ ݉ሻ!݉!

ൌ
݊!

ሺ݊ െ ݉ െ 1ሻ!݉!
ൌ

݊ ൈ ሺ݊ െ 1ሻ!

൫ሺ݊ െ 1ሻ െ ݉൯!݉!
ൌ ݊ ቀ݊ െ 1

݉
ቁ 

                M1      A1 (5) 

ሻݕሺܨ ൌ ෍ ቀ
݊
݉ቁݕ

௠ሺ1 െ ሻ௡ି௠ݕ
௡

௠ୀ௞

 

so 

݂ሺݕሻ ൌ
݀
ݕ݀

෍ ቀ
݊
݉ቁݕ

௠ሺ1 െ ሻ௡ି௠ݕ
௡

௠ୀ௞

 

                    M1 

ൌ ෍ ݉ቀ
݊
݉ቁݕ

௠ିଵሺ1 െ ሻ௡ି௠ݕ
௡

௠ୀ௞

൅ ෍ െሺ݊ െ ݉ሻ ቀ
݊
݉ቁݕ

௠ሺ1 െ ሻ௡ି௠ିଵݕ

௡

௠ୀ௞

 

                    M1 

ൌ ෍ ݉ቀ
݊
݉ቁݕ

௠ିଵሺ1 െ ሻ௡ି௠ݕ
௡

௠ୀ௞

൅ ෍ െሺ݊ െ ݉ሻ ቀ
݊
݉ቁݕ

௠ሺ1 െ ሻ௡ି௠ିଵݕ

௡ିଵ

௠ୀ௞

 

                    M1 

ൌ ෍ ݊ቀ݊ െ 1
݉ െ 1

ቁ ௠ିଵሺ1ݕ െ ሻ௡ି௠ݕ
௡

௠ୀ௞

൅ ෍ െ݊ ቀ݊ െ 1
݉

ቁݕ௠ሺ1 െ ሻ௡ି௠ିଵݕ

௡ିଵ

௠ୀ௞

 

                    M1 
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ൌ ෍ ݊ቀ݊ െ 1
݉ െ 1

ቁݕ௠ିଵሺ1 െ ሻ௡ି௠ݕ
௡

௠ୀ௞

൅ ෍ െ݊ ቀ݊ െ 1
݉ െ 1

ቁ ௠ିଵሺ1ݕ െ ሻ௡ି௠ݕ
௡

௠ୀ௞ାଵ

 

                    M1 

ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁݕ௞ିଵሺ1 െ  ሻ௡ି௞ݕ

as required.                  A1* (6) 

Because  ݂ሺݕሻ  is a probability density function,  ׬ ݂ሺݕሻ݀ݕ ൌ 1
ଵ
଴      E1 

Thus   

න ௞ିଵሺ1ݕ െ ݕሻ௡ି௞݀ݕ ൌ
1

݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁ

ଵ

଴
 

                    B1 (2) 

(iii)  

ሺܧ ௞ܻሻ ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁන ݕ ൈ ௞ିଵሺ1ݕ െ ݕሻ௡ି௞݀ݕ ൌ
ଵ

଴
݊ ቀ݊ െ 1

݇ െ 1
ቁන ௞ሺ1ݕ െ ݕሻ௡ି௞݀ݕ

ଵ

଴
 

                    M1 

ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁන ௞ାଵିଵሺ1ݕ െ ݕሻ௡ାଵିሺ௞ାଵሻ݀ݕ ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁ
1

ሺ݊ ൅ 1ሻ ቀ݊ ൅ 1 െ 1
݇ ൅ 1 െ 1

ቁ

ଵ

଴
 

            M1        M1 

ൌ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ െ 1

ቁ
1

ሺ݊ ൅ 1ሻ ቀ
݊
݇ቁ

ൌ
݊ሺ݊ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇!
ሺ݊ ൅ 1ሻ݊!

ൌ
݇

݊ ൅ 1
 

                    A1 (4) 
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13.  

ሻݐሺܩ ൌ ଴݌ ൅ ݐଵ݌ ൅ ଶݐଶ݌ ൅ ଷݐଷ݌ ൅	⋯ 

ሺ1ሻܩ ൌ ଴݌ ൅ ଵ݌ ൅ ଶ݌ ൅ ଷ݌ ൅	⋯ 

ሺെ1ሻܩ ൌ ଴݌ െ ଵ݌ ൅ ଶ݌ െ ଷ݌ ൅	⋯ 

                  M1 

ሺ1ሻܩ ൅ ሺെ1ሻܩ ൌ ଴݌2 ൅ ଶ݌2 ൅	⋯ ൌ 2ሺ݌଴ ൅ ଶ݌ ൅ ସ݌ ൅	⋯ ሻ ൌ 2ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ݋	2	ݎ݋	0 ሻ 

                  M1 

Thus 

ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ݋	2	ݎ݋	0 ሻ ൌ
1
2
൫ܩሺ1ሻ ൅  ሺെ1ሻ൯ܩ

as required.                A1* (3) 

ܲሺܺ ൌ ሻݎ ൌ ݁ିఒ
௥ߣ

!ݎ
 

ሻݐሺܩ ൌ෍ ௥݁ିఒݐ
௥ߣ

!ݎ
ൌ ݁ିఒ

ஶ

௥ୀ଴
෍

ሺݐߣሻ௥

!ݎ
ൌ ݁ିఒ݁ఒ௧

ஶ

௥ୀ଴
ൌ ݁ିఒሺଵି௧ሻ 

              M1    A1* (2) 

(i)  

෍ ܲሺܻ ൌ ሻݎ ൌ ݇
ஶ

௥ୀ଴
ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ݋	2	ݎ݋	0 ሻ ൌ ݇ ൈ

1
2
൫ܩሺ1ሻ ൅  ሺെ1ሻ൯ܩ

                  M1 

ൌ
݇
2
൫1 ൅ ݁ିଶఒ൯ ൌ ݇

݁ఒ ൅ ݁ିఒ

2݁ఒ
ൌ ݇

cosh ߣ
݁ఒ

 

As   

෍ ܲሺܻ ൌ ሻݎ ൌ 1
ஶ

௥ୀ଴
 

݇ ൌ
݁ఒ

cosh ߣ
 

                  A1 

ሻݐ௒ሺܩ ൌ෍ ܲሺܻ ൌ ௥ݐ	ሻݎ ൌ ݇ ቆ݁ିఒ ൅ ݁ିఒ
ଶߣ

2!
ଶݐ ൅ ݁ିఒ

ସߣ

4!
ସݐ ൅ ⋯ቇ

ஶ

௥ୀ଴
 

                  M1 

ൌ ݇݁ିఒ ቆ1 ൅
ሺݐߣሻଶ

2!
൅
ሺݐߣሻସ

4!
൅ 	⋯ቇ 

ൌ
݇݁ିఒ

2
ቈቆ1 ൅ ݐߣ ൅

ሺݐߣሻଶ

2!
൅
ሺݐߣሻଷ

3!
൅
ሺݐߣሻସ

4!
൅	⋯ቇ ൅ ቆ1 െ ݐߣ ൅

ሺݐߣሻଶ

2!
െ
ሺݐߣሻଷ

3!
൅
ሺݐߣሻସ

4!
െ	⋯ቇ቉ 
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ൌ
݁ఒ݁ିఒ

cosh ߣ
݁ఒ௧ ൅ ݁ିఒ௧

2
ൌ
cosh ݐߣ
cosh ߣ

 

            M1    A1* (5) 

as required. 

ሺܻሻܧ ൌ  ᇱ௒ሺ1ሻܩ

ሻݐᇱ௒ሺܩ ൌ
	ߣ sinh ݐߣ
cosh ߣ

 

                M1 

Thus 

ሺܻሻܧ ൌ
	ߣ sinh ߣ
cosh ߣ

ൌ ߣ tanh 	ߣ ൏  ߣ

              M1  A1* (3) 

for  ߣ ൐ 0 

Alternatively, 

ሺܻሻܧ ൌ
	ߣ sinh ߣ
cosh ߣ

ൌ ߣ
݁ఒ െ ݁ିఒ

݁ఒ ൅ ݁ିఒ
ൌ ߣ

1 െ ݁ିଶఒ

1 ൅ ݁ିଶఒ
൏  ߣ

(ii)  	
ሻݐሺܩ ൌ ଴݌ ൅ ݐଵ݌ ൅ ଶݐଶ݌ ൅ ଷݐଷ݌ ൅	⋯ 

ሺ1ሻܩ ൌ ଴݌ ൅ ଵ݌ ൅ ଶ݌ ൅ ଷ݌ ൅	⋯ 

ሺെ1ሻܩ ൌ ଴݌ െ ଵ݌ ൅ ଶ݌ െ ଷ݌ ൅	⋯ 

ሺ݅ሻܩ ൌ ଴݌ ൅ ଵ݌݅ െ ଶ݌ െ ଷ݌݅ ൅	⋯ 

ሺെ݅ሻܩ ൌ ଴݌ െ ଵ݌݅ െ ଶ݌ ൅ ଷ݌݅ ൅	⋯ 

ሺ1ሻܩ ൅ ሺെ1ሻܩ ൅ ሺ݅ሻܩ ൅ ሺെ݅ሻܩ ൌ ଴݌4 ൅ ସ݌4 ൅	⋯ ൌ 4ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ݋	0 ሻ 

෍ ܲሺܼ ൌ ሻݎ ൌ ܿ
ஶ

௥ୀ଴
ܲሺܺ ൌ ⋯	4	ݎ݋	0 ሻ ൌ ܿ ൈ

1
4
൫ܩሺ1ሻ ൅ ሺെ1ሻܩ ൅ ሺ݅ሻܩ ൅  ሺെ݅ሻ൯ܩ

ൌ
ܿ
4
൫1 ൅ ݁ିଶఒ ൅ ݁ିఒሺଵି௜ሻ ൅ ݁ିఒሺଵା௜ሻ൯ 

ൌ
ܿ
4
ቀ1 ൅ ݁ିଶఒ ൅ ݁ିఒሺcos ߣ ൅ ݅ sin ߣ ൅ cos ߣ െ ݅ sin  ሻቁߣ

ൌ
ܿ
4
൫݁ఒ ൅ ݁ିఒ ൅ 2 cos ൯ߣ

݁ఒ
ൌ
ܿሺcosh ߣ ൅ cos ሻߣ

2݁ఒ
 

                  M1 

As     ∑ ܲሺܼ ൌ ሻݎ ൌ 1ஶ
௥ୀ଴   ,  ܿ ൌ

ଶ௘ഊ

ୡ୭ୱ୦ఒାୡ୭ୱఒ
        A1 
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ሻݐ௓ሺܩ ൌ෍ ܲሺܼ ൌ ௥ݐ	ሻݎ ൌ ܿ ቆ݁ିఒ ൅ ݁ିఒ
ସߣ

4!
ଶݐ ൅ ݁ିఒ

଼ߣ

8!
଼ݐ ൅ ⋯ቇ

ஶ

௥ୀ଴
 

ൌ ܿ݁ିఒ ቆ1 ൅
ሺݐߣሻସ

4!
൅
ሺݐߣሻ଼

8!
൅	⋯ቇ 

ൌ
ܿ݁ିఒ

4
ቈቆ1 ൅ ݐߣ ൅

ሺݐߣሻଶ

2!
൅	⋯ቇ ൅ ቆ1 െ ݐߣ ൅

ሺݐߣሻଶ

2!
െ	⋯ቇ ൅ ቆ1 ൅ ݐ݅ߣ െ

ሺݐߣሻଶ

2!
൅	⋯ቇ

൅ ቆ1 െ ݐ݅ߣ െ
ሺݐߣሻଶ

2!
൅	⋯ቇ቉ 

ൌ
ܿ݁ିఒ

4
൫݁ఒ௧ ൅ ݁ିఒ௧ ൅ ݁௜ఒ௧ ൅ ݁ି௜ఒ௧൯ 

ൌ
ܿ݁ିఒ

2
ሺcosh ݐߣ ൅ cos  ሻݐߣ

                  M1 

As   ܩ௓ሺ1ሻ ൌ 1  ,  ܿ ൌ
ଶ௘ഊ

ୡ୭ୱ୦ఒାୡ୭ୱఒ
 

So 

ሻݐ௓ሺܩ ൌ
ሺcosh ݐߣ ൅ cos ሻݐߣ
ሺcosh ߣ ൅ cos ሻߣ

 

                  A1ft 

ሻݐᇱ௓ሺܩ ൌ
ሺsinhߣ ݐߣ െ sin ሻݐߣ
ሺcosh ߣ ൅ cos ሻߣ

 

And thus 

ሺܼሻܧ ൌ ᇱ௓ሺ1ሻܩ ൌ
ሺsinhߣ ߣ െ sin ሻߣ
ሺcosh ߣ ൅ cos ሻߣ

 

                  M1 

If  ߣ ൌ
ଷగ

ଶ
 ,                  M1 

ሺܼሻܧ ൌ
ߨ3
2

ቀsinh
ߨ3
2 ൅ 1ቁ

cosh
ߨ3
2

 

ൌ
ߨ3
2
	ൈ	

݁
ଷగ
ଶ െ ݁

ିଷగ
ଶ

2 ൅ 1

݁
ଷగ
ଶ ൅ ݁

ିଷగ
ଶ

2

ൌ
ߨ3
2
	ൈ	

݁
ଷగ
ଶ ൅ ݁

ିଷగ
ଶ

2 ൅ ൬1 െ ݁
ିଷగ
ଶ ൰

݁
ଷగ
ଶ ൅ ݁

ିଷగ
ଶ

2

	 

As  ݁
షయഏ
మ ൏ 1  , in this case,  ܧሺܼሻ ൐ ߣ for all positive values of ߣ  ሺܼሻ is not less thanܧ ,and so no   ߣ

                  A1 (7) 
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